Desanka Radunovic — NUMERICKE METODE

Diferencijalne jednacine

1. Cauchy-jevi problemi
2. Granicni problemi

3. Mesoviti problemi
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Omﬂowu?,wma\m _UH.O#&@EW (pocetnih vrednosti)

¢ Malthys-ov populacioni model (linearan)
§ =stopa radanja, ¢ =stopa umiranja, -~ = 8 — § =stopa prirastaja
At—0 d
u(t+At) = u(t)+(8-9) u(t) At — —u(t) =yu(t), u(0)=ug
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Modelovanje broja stanovnika SAD osnovnim populacionim modelom



¢ Logisticki populacioni model (Pierre Verhulst, 1838) (nelinearan)

B(t) = Bo — Bru(t), 6(t) =d0+d1u(t),  B1,01>0
1(8) = (8o — 80) — (B1 — 61) u(®) =0 (1 — = u(®)

~o maksimalni prirasta; T
U optimalni broj jedinki Y
d 1
—u(t) = 1l — —wu(t))u(t), Y
() =0 (1 - Zu(®) ul®)
uw(0) = ug \\\
ug U
u(t) = >

ug + (U — ug) e~ 70
logistiCka kriva



¢ Lotka-Volterra model grabljivice i plena (nelinearan sistem)

d

biljojedi MSS = (a1 — by ua(t)) uy (8, ai, by >0
mesojedi WSS = (—az + boui(t)) ua(t), a>, bo > 0
smena ur(x) = uF) (), k=0,....m-—2,
/ —
Q@Sv (2) = f(z,u, Q\\u o UQASIH_.vv . Q\\AA&V — Q\ATTHAHV
Ump—1 — ,\'A&u ug, - - - Q\Q\Sln_.v

uy () = fr(z,ug,...,um), ur(xg) = ugg, Ek=1,...,m.




¢ Kamata Up41 = Un + hrvn, vo=u(0) u'(t) = ru(t)

Up+4+1 = Un + b%Aﬁ;._lH\wud:n_lH\wvv

h
Un+1 = vn+ 5 ftn,vn) + f(tn+1vnt1)

Kvadraturne formule primenjene u Euler-ovoj metodi i njenim modifikacijama




Metode tipa Runge—Kutta

w(z+h) =v(iz+h) =ulx) + M c;k;(h)
=1

k1(h) = hf(z,u) O=a1<ap <~ <an<1)
ko(h) = hf(z + ash,u + B21k1(h))

kn(h) = hf(z + anh,u+ Bpiki(h) + -+ Bpn—1kn—1(h))

Za €(0)=¢€(0)=---=¢P)(0) =0 metodajereda p

mcilvgiiji

e(h) =uw(x+h) —v(z+h)= (p+ 1)!




n=1 p=1

Euler-ova metoda viz+ h) =v(z) + hf(x,v(x))

n =2 p =2

k1 =hf(z,v(x)), ko=hf(z+h, v(z)+ k1)

Euler-trapez v(z+ h) =v(z) + WQS + ko)

k1= hf(z,0(x),  ko=hf(z+Lvz)+5%)

Euler-pravougaonik
v(z 4+ h) = v(z) + ko

n—4 p=4

k1 =hf(z,v(@), ko =hflz+5v()+3),

Runge-Kutta k3 =hf(z+5v@)+%), ks =hfz+hv(@)+ ks),
1

vz 4+ h) = u(x) + WQS + 2ko + 2k3 + ka)



Rungeova ocena greske

u(x + 2h) — vp(x + 2h) = vp(@+2h) —vop (2+2h)

2r—1

¢ Promena broja zeCeva i lisica u viemenu (levo), i predstavljanje njihove zavis-
nosti u faznoj ravni za razliCite izbore pocetnog stanja (desno)

— zec
- = lisica

35

251

— (1.0, 1.0)
-- (1.5,1.0)
______ (2.0, 1.0)
‘== (2.5, 2.0)
— (3.0, 1.5)
—e— (2.5, 1.5)




¢ Model zeCeva i lisica sa definisanim optimalnim brojem zeCeva U

3.5
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Prediktor—korektor metode (viSeslojne)

n n .
bop = 0 ekstrapolacione

MU@%\LI:MUS\QT&VS.LVHov . .
&Ho &Ho @o#o_:ﬁmqmco_mo_o:m

Milne-ova metoda p =4

4h
v =wvj_q+ = (2fj-1 = fi—2+2fj-3) 1 )
\s EN w v — v
vi = vj_o + WCMV_A +4f; 1+ fi-2)
Adams-ova metoda p =4
. 1 5 - 3,3
v; =vj_1+h(fj—1 +MD®IM+WD @.leTMD fi—a) 1
e~ —|v—v*
1 1 1 14

_ > 3
v; =vj-1+ h(f] — MD&._AL ek fia— S22 fi-3)

10



6" (t) 4+ sin6(t)
0(0) = «

o Matematicko klatno

o(t)

u’ (t)
us (1)

12

10

— (11)
-- (-52)

u1(0) = «
u>(0) = 0.

us(t),
—sinuq (),

11



Fazna ravan matematickog klatna

= _ _ B
//MV//JW//mV/I¢WlILW\\LW\\MN\\MN\\&N\\LWIIle/mW//mV//MV//mV//mWllmv\\mw\\NW\\MN

-3 | - =S~~~ | | | = S~ TS~
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

B(t)

12



Stabilnost numerickog resenja jednacine

u'(t) = au(t), u(0)=1, za a <0

Euler v1p = (14 ha)"
e .. DM@M n

Euler — 1.modifikacija VD = AH +ha+ v U
h2a?  h3a3  h%a*,,

Runge — Kutta = (1+4+h

9 U3,n A + ha-+ > + 6 + >a v
24+ ha\"

Euler — 2.modifikacija va, = (2T

’ 2—ha

¢ Primeri: a = —3.2 (slika gore levo), a = —37.7 (ostale slike)

13
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0,0

Krut sistem kojim se modeluje reakcija izmedu tri hemikalije
uy (t) = —0.04uq () + 10%us () usz(t)
ub(t) = 0.04uq(t) — 10%us(t) uz(t) — 3 - 10 us(t)?

us(t) = 3- 10 up(t)?

x10° 4 X10

u,(0)

35 35

0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 2.5 3

ode45 odelbs

metoda Runge-Kutta viseslojna metoda za krute sisteme
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Aproksimativne metode

Metoda uzastopnih aproksimacija

uo(z) =ug  upt1(xz) =ug+ \ f(t,un(t))dt, n=0,1,.
TQ

n ; )
Metoda Taylorovog razvoja up(x) = > %Q@ — x0)’
j=0

Metoda stepenih redova u(x2) + p(2)u'(2) + q(z2)u(z) = f(x)

16



0" (t) +sin0(t) = 0, > d%u
- — =0
9(0) = o, 6'(0) =0, a2t a + o=

— 11 . 3,00 — n=10

P.()

Taylor-ov razvoj, Aproksimacija Bessel-ove funkcije Jg(x)



Granicéni problemi

¢ Raspodela toplote u tankom Stapu, koji je izolovan na desnom kraju, a na Cijem
se levom kraju odrzava konstantna temperatura

v (z) —cu(z) =0, =z€]0,1], w(0) =1, 4/ (1)=0

¢ Deformacija grede, koja se u Cetiri taCke greda oslanja na nosace, pod uticajem
spoljasnje sile f(x)

uM(2) = f(z), 0<w<,
u(x;)) =0, i=1,2,3,4, O<zxi<ar<z3z<zg<l1

18



—u"(z) + q(@)u(z) = f(z), 0<az<1

a1u'(0) + B1u(0) =0,  au/(1) + Bou(l) =0

Dirichlet-ovi gran. uslovi uw(0) = u(1) =0,
Neumann-ovi gran. uslovi v (0) =4/ (1) =0
meSoviti gran. uslovi u'(0) — oqu(0) = 0, uw'(1) + oou(l) =0

& Ako su funkcije q(x), f(x) € C[0,1] i g(x) > 0, tada Dirichlet-ov granicni
problem ima jedinstveno resenje u(z) € C2[0, 1].

& Ako su funkcije gq(x), f(x) € C[0,1], g(z) > 0Oio1 > 0,00 > 0, tada
me3oviti grani€ni problem ima jedinstveno redenje u(z) € C2[0, 1].

19



0.2

Metoda gadanja
o

(1) = — .

m /\@\@

@:Qv _ e

m /\?\Q

VVM -+ A@\Amvvm&\o&v

05

’
04+

\
1
0.3F

VVM -+ A@\vavM@\va .

T X~AOvH“_.. <*AOvHH_.
- X_AOVHO.W_ <_AOvHH
S X_AOVHH. v\.AOvHOW

1.4

Putanja projektila,

J
e 18

2(0) = 0,

y(0) = 0,

2(T) = D,

w1 =0

20



¢ Raspodela temperature u Stapu odredena metodom gadanja (linearan problem)

ui(x) — cuyi(z) =0, us(x) — cus(z) =0

u(xr) = up(x)+vyua(x
() 1(z)+v uz(x) QHAOv”HQQ\HAOv”O QMAOv“OQQ\MAOv”H

151 1

—_ cooncuooémﬁxv 4

funkcije uq (x) i vy us(x) reSenje u(x)

21



Metoda konachih razlika (metoda mreze)

mreza &b”ﬁ&l&&”&\?&”ﬁuv..;ﬂfD”Wv GSRQ\ARL
Aproksimacije izvoda kolicnicima konacnih razlika
1 1
Vpi = —(Vig1 —vi), vz = —(v; —vi_1)
h h 72 o'
1 1 Y
Vi = M?tl —vi_1) = m?ﬁ@. + vz 4)
1 1 y
Vaw,i = 35 (Vit1 — 20i +vi-1) = (Ve — vz) za u
|@M&k+@~.@~.”¢\,@.g 1=1,...,n—1,
diferencijska Sema N vy 0 — o1vg = 0O,

vo=vnp =20 i

vz n T+ oovn =0

22



0.8
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0.2

(uen) — w(n 1)) = w'(zn) — o u(an) + O(h?)

\Q\W\; pr—

SN

\ tacnost OA:NV 0sk N tacnost O(h)

0.6+

0.4+

0.2+

Uticaj tacnosti aproksimacije granicnog uslova na tacnost resenja
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Metoda konachih razlika za viSedimenzione graniche probleme

Poisson-ova jednacCina (Laplace-ova jednacina za f(xz,y) = 0)

9%u  9%u
DQ\A&Q\‘QV — @HM I_I @@M — ,\.AHQQV“ AHv@v € 2
u(z,y) = g(z,y), (x,y) €gr2
mreza &\f\a — ﬁ” A&f@mv _Rs = th, Y; — .w\avuv Vi,j ~ QAH? @uv

Diferencijska sema ("krst Sema”)
Vzzij t Vi = f(@iy;)  (x4,95) € wh ik

vi i = 9(xi,y;)  (T4,95) € griop i,

24



Au(z,y) = 22 +y2, (z,y) € Q,

o unutrasnji cvorovi

— .2 2
Vzz,ij t Viy,ig = T T Y5

1,7 =1,...,n—1,

Q={(z,y)||z] <1, |yl <1, |z —y| <1}

u(z,y) = lz|+ |y, (z,y) € gr2

& granicni Cvorovi

vij = |z + |yjl,
1 =0V 3=0Vi=nVji=n

25



Krivolinijska granica Q = {(z,y) | 2% + y% < 1}
4 (4v] — 4vg) = O
o unutrasniji Cvorovi 4 (vqa —2v1 +vg) +4 (v —2vy +vp) =1/4
4 (vg —2up +4v1)+ (vg—2uo+v1) =1/2

& granicni cvorovi
(ekstrapolacija)

vqg =1
5 h
h—02" h_s %
§=1-—+3/2

UB

26



Pit(-1) (n-1) = (@ z)T i, 5 =1

|
c
~
e
>

U

1

|
~~
N\
v
N—

1
~3 (Vj—n41
Fvi_1 —4v + v
+ vign—1) = fi

4
—1

—1
4
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Varijacione metode

& [ Je samokonjugovan, pozitivho definisan linearni operator

Lu=f <— ::v“qjgw::scv“ I(w) = (Lw, w) — 2(f, w)

n

v(z) = cgi(z), R(zici,...,cn) =Lv—f
i=1
Ritz-Galerkinova metoda

Amuﬁ\av”O — Ahdvﬁ\av”A\.vﬁ\avv \A”H_J...“\Z\
Metoda kolokacije

R(xzp,c1,...,cn) =0 «— Lov(xr) = f(x), k=1,...,n

Metoda najmanjih kvadrata

IRI?= (R, R) =min «— (Lv, L¢y) = (f, Ley), k=1,...,n

28



Metoda konaCnog elementa — bazisne funkcije imaju kompaktan nosac

Primer: linearni B-splajn

¢i(x) = <

/

\

T—x;
L+ 55

h; ’
0,

xr &
xr &

z ¢

krov funkcija

preslikavanje na kanonski element

29



u’(z) — cu(x) = 0, w(0) =1, 4 (1)=0

1

W = AHS _ Ti4+1 — Xy = h;, MU h; = ”_.u.v Tﬁ? Hs.l_l”L konacni element

1=0

@AHV — %OAHvl_IM @&ﬂ&Ava @AOV — ﬂOAOv — ”_J V; — @AH&VQ 1= ”_J ceey
1=1

1 1
(V' = cw, ¢;) =0 — \o @\A&.vﬁmﬁ&.v dx + Q\o v(z)p;j(z)dr =0

1 n 1
\OA%?%%Z&LﬂMs\O (816, + o)) dr =0, j=1,...n
=1

=f | k= [y(@i¢; +cpio) du,  f; = — [5 (&, + chod;) du

30



\AN.Q.”Ov _&|u._v”_. 1=1,...,n,

Tit1 Titj
kiit1 = \ (dipiq1 + chidir1) da,  ki; = MU\ T (¢ + e¢?) da

r € [z, xiqp1]  v(z) = v 0i(x)tvip1 di1(x) = v; Ny i(x)+vi401 Noi(x)
HS.lTH_. / / /
\ (viN1 ; + g1 ND ) NG te(viN1 i + vip1 N2 ;) Ny | de = 0,
T
i=1,2 i=1,...n—1
r € [rg,z1] v(z) = ¢o(z) +v1¢1(x) = N1 o(x) + v1 Noo(x)

HH HH
S \ Aﬁ/mvovm + %ﬁ%mv %H| \ Qﬁvozmb + QZHVOZNOV %
0 L0

31



r=ux;+hit=z;(1-t)+x;41t, t€l0,1], =€ [z; z;41],7=1,...n-1

Tit] — %
h,

v(z(t)) = viN1(t) + vi41N2(t),  x(t) = x;N1(¢) + 2,41 No (1)

h;

Ny i(x) = Np i(x) = Ni(t) =1—t, No(t)=t

H
\O AWA@N.\/R.@V |_| ®&+H2m@vv>®\.ﬁ$ |_| QAQ&ZHQV |_| @s.lTHZMASV.\/@.ASVD& &w”O

7

j=1,2
171
\o A:IN (vi —vig1) +ehi(vi( = 1) +vigat) (1 - ﬂvv dt = 0

1
\ AW (Vig1 —vi) + QEA&Q — 1)+ ei.iv@v dt = 0
0 i

32



ho 3 hg 6
Vj —Vi4+1 , ch; B
2v; : =0 : .
Fs. I_I 6 A v; + @sl_ln_.v . \As.d\s — A\Amvs. I_I \aiﬁs.vz\.s —0
: S h; . B
dsl_un_*.@ U; + QQN Ads. i M@s.n_le —0 [/ 1,...,n 1
1

1/ 1 -1 chi (2 1 & v;
e \A R : —
\amvs h; A|”_. ”_.v v et 6 A”_. Mv M Ads.n_lpv

ANm+N§v<“m

\lm -

1
2

2 -1 4 1

\ 0 -1 1 \O 1 2)




Raspodela toplote odredena metodom konacnog elementa

-1.51

i
- |
: - - o X ' ) ’ N Moqu = N,Mw N N ’
MKE sa 4 elementa zavisnost greske od broja elemenata

34



&

Deformacija grede pod uticajem bocCne sile

u(z) + cu(z) =0

u(0) =u(1l) =0 A
QA — o — .22 —
(x) = sinkrz, cp, = k“m~, Ek=1,2,.
Vigs tonv; =0, 1=1,...,n—1,
2
1 _
\»3\%\3\ — CnVn, \»3\ — —= 1

35



Sin kmxq

5 .
h 2 Sinkmx,_1

n,k
U, ()

10+

—+
2%}
mnwunino

oA WN 3

AL

Aproksimacije sopstvenih vrednosti, sopstvenih funkcija
36



Mesoviti problemi

¢ Raspodela toplote sa vremenom u tankom Stapu, koji je izolovan na oba kraja

(granicni uslovi) i ima zadatu raspodelu temperature na pocetku posmatranja
procesa (pocetni uslov)

oT  9°T
= : xe|[—1,1], t>0
ot Ox2 | _
granicni uslovi T(-1,t) =T(1,t) =0, t>O0,
P __ _—10a2 _
pocetni uslov T(x,0) =e , x€[-1,1]

Jednacina provodenja toplote je jednacina parabolickog tipa (difuzija, rasipanje)

ou 02u 02
or _SuTte Y T T oz

37



Diferencijska Sema

o 1
wp = {z;, |z; =1th,i= —n,...,n, h = —}
@3@58 wpXwr = {(x,t;), i = —n,...,n, j=0,...,m}
Eﬁ“ﬁﬂ? wu”b\ﬂub“ou y My, T — ‘d-v
m
J — (1 _ J Jj+1
eilﬁ qvemﬁ&l_.qemﬁs. n+1,....n—1,
i 5 0 _ —10z2 ,m— 1,
v, = vp =0, v, = e i
(e, © © G S © .»Ar_.v

(-1) @ij)

(i+1,))

(-1 () (i+1,)

eksplicitna (o = 0)

Crank-Nicolson-ova (o = 1/2)

implicitna (c = 1)
38
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¢ Strujanje (konvekcija) konstantnom brzinom |c]|

—4+c¢c—=0, u(x,0) =ug(x) — u(x,t) = ug(x — ct)

u desno (c > 0) ulevo (c < 0)

MatLab: wavel.m 40



Kretanje duz karakteristika:

u(x,t)

0.5

U(x,0)= o~100(x-0.3)°

u(x,t) = ug(X) r—ct=2X

41



¢ Talasna jednacina — Cauchy-jev problem
02u(x, t) 5 0%u(z,t)
= cC
ot2
u(z,0) = up(=),

r€ER, t>D0,

ou(x,0)
ot

= u1(z)

1r ir
u 2 u _ _-100(x-0.5)°
_ _-100(x-0.5) u.=e
u,=e 0
u.=0 u, =X
1 RSN
y\ \d
N \
! \
con
- ! y
N - '
0.5f ;o S 05} h y v
KAERY R I} ‘ \
o - \ h ' .
! \ ! \ ' \ N,
! ' ! \ ; \ .
! 1 B
yh \f 1
! \ N
,~ \— ~, ,,,,,
1 \ R T A
/N AN ’
\ \ s,
’ “ .
0 , 0 !
0 0.5 x 1 0 0.5 X 1

up =0 uypg = 42



Prethodna slika u tri dimenzije

2
_ _-100(x-0.5) :
u =
U= € u U |m.|SooTo.$N
u Hno 0~
u,=x

1

0.5

Talasna jednacCina je jednacCina hiperbolickog tipa (konvekcija, strujanje)

0%u 5 0%u m:
— _— =c"A Auy=— —
52 = ¢ u—+ g, U @5 5T - +

43



u(x,t) =

N |~

AQOA& —ct) + ug(x + QSV

x+ct

+ 1 uq(s)ds

2¢ Jp—ct

Oblasti zavisnosti i uticaja su odredene karakteristikama

/ Oblast uticaja \

(Xoto)

(%50)

Axo|90v

Interval zavisnosti (xy*cty)

44



ot T o
(c>0)

ou ou

—_ Q|

ot ox

t Uzvodna shema

CFL>1 CFL=1 CFL<1

Optimalan izbor Seme:

Nizvodna shema

1]

(0]

(]

NE

<\
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Uticaj odnosa koraka po vremenu i prostoru na stabilnost uzvodne seme

- .
CEL — QH < 1, stabilna

>0
h | > 1, nestabilna (e )

ETT
\ LN
\ L1 ]
\ ny
‘ niy
(LN

~ | -2 i 1 1 1

1 0 0.2 0.4 0.6 0.8
X CFL >1

CFL < 1, disipacija CFL > 1, nestabilnost



ug(x

CFL = 1, uzvodna Sema
- bez deformacije

CFL =1, c>0, du/dx=A c_\:

CFL = 1, nizvodna sema

- nestabilnost
47



¢ Matematicki model zice koja osciluje (mesSoviti problem), uz pretpostavke

e ucvrscena je na krajevima (dva graniCna uslova)

e izloZena je dejstvu sile f(x,t) (slobodni ¢lan jednacine)

e funkcija ug(x) opisuje oblik Zice na pocCetku posmatranja (prvi pocetni uslov)

e funkcija u1 () opisuje brzinu oscilovanja Zice na pocetku posmatranja (drugi
pocetni uslov)

@M %M
@ﬂw\”ﬂml_l.&wl_lwwu OARA”_L ﬂvou
X

w(0,t) = u(l,t) = 0,

u(x,0) = ug(x) = sin (wx), WA&; 0) =wuy1(x) =0

Za dobijanje aproksimacije tanosti O(h2 + 72) koristimo razvoj

U T 0%u
ut(x,0) = 1 AQA.&L.V — u(x, OVV = Ou x,0) + 0

- 5 M%Acﬁov + 0(r2)



Diferencijska Sema

J — ,?L I 2
Uy = 01V + (1 — 01 Qwv@a&sl_lQMQ&&s |_|H + ¢%,
@m”@%” r1=1,...,n—1,
M .%”H“...vglu_.u
W0 =sin (rz;), vl =sin(rz;) + — A 2 — r?sin (mx;))
7 T 1/ 1 1
(-1 1T T ; I k= T i1
i e i) D D LD
eksplicitna (o1 = 0) implicitna (o1 % 0)
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Grafici prikazuju polozaj zice koja osciluje u razliCitim vremenskim trenucima

Odredeni su diferencijskom Semom za CFL =3 = 1.1
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